



























































教 養 講 座
組合せ論・グラフ理論
図１　グラフの一例
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実は，握手補題と呼ばれています。
握手補題
任意のグラフに対し，各頂点の次数の総和は偶数で
ある。
次は握手をした回数の最大値と最小値を考
えてみましょう。最小値は０回で，最大値は
自分以外のすべての人と握手をした場合です
から，n－1回です。よってもしn人全員の
握手をした回数が異なるとすると，０，１，
２，……，n－2，n－1回となっているはず
です。ところがn－1回握手をした人がいる
ということは，皆少なくとも１回は握手をし
ているわけですから，０回握手をした人（つ
まり握手を１回もしていない人）は存在しない
ことになります。よってこのようなことは起
こらず，つまり全員の握手回数が異なること
はなく，握手をした回数が同じである２人が
存在することが分かりました。
なお握手をした回数が同じである２人がた
だ一組存在し，そのほか全員の握手回数が異
なるということは起こります。例えば７人が
参加したパーティで，握手回数がそれぞれ
１，２，３，３，４，５，６回という場合です。興
味がある方はこの条件を満たすグラフ，すな
わち各頂点の次数が１，２，３，３，４，５，６と
なるグラフを構成してみてください。
冒頭の問はグラフとしてモデル化すること
ですっきり解くことができました。ちなみに
上記の証明では，組合せ論の有名な手法であ
る鳩の巣原理を用いています。
鳩の巣原理
n個の巣があり，n＋１羽の鳩がそれぞれどこかの巣
に入っている。このとき鳩が２羽以上入っている巣
が少なくとも１つ存在する。
これだけ聞くと当たり前の事実であるよう
に思うかもしれませんが，ときに問題を解く
ための強い道具として使われます。例えば次
の問題を考えましょう。
今地球上に生存している人類のうち，生年月
日が秒単位で同じ２人が存在するか？
直感的には正しいような気もしますが，ど
うやって証明するのでしょうか。以後簡単の
ため，誕生した秒単位の時刻を「誕生秒」と
呼びます。これまで世界最高齢の記録は，ギ
ネスブックによると122歳だそうですが，多
めに見積もって130歳だとします。すると現
存する人は全員130年以内に生まれたという
ことです。この130年間の秒数は，（１年を
366日と）多めに見積もって，60秒×60分×
24時間×366日×130年＝41億1,091万2,000秒
となります。一方地球の総人口は，2015年に
70億人を突破したとのことですから，少なめ
に見積もって70億人だとします。これはこの
130年間の秒数を上回っているため，鳩の巣
原理により「人（鳩）が２人以上入っている
秒（巣）が存在する」，すなわち世界のどこ
かにいる２人の誕生秒が同じであることが証
明されました。
ここで注意すべきことは，自分と誕生秒が
同じ人が存在するのではなく，世界のどこか
にいる２人が同じ誕生秒であるということで
す。自分と同じ誕生秒の人が存在することは
保証されません。
このように組合せ論，グラフ理論の問題は
ひらめきの要素を含んだものが多いです。そ
のいくつかを簡単に紹介します。
グラフの一筆書きと，ハミルトン閉路
グラフが一筆書きできるかどうかを考えま
しょう。一筆書きとは，ある頂点（始点）か
ら書き始めて，すべての辺をちょうど１回ず
つ通る経路のことです。このとき必ずしも始
点に戻ってくる必要はありません。例えば，
図２左のグラフには，頂点sを始点として頂
点 tを終点とする一筆書きが存在します。図
２右はその一例です。
グラフが一筆書きできるかどうかは手を動
かしてみないと分からないような気がします
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が，次の判定方法が知られています。ここで
連結グラフとは，どの頂点からどの頂点へも
辺を辿って行けるグラフのことを指します。
オイラーの一筆書き定理
連結グラフにおいて，次数が奇数である頂点（奇点）
の数が０個か２個のとき，一筆書きできる。またそ
のときに限る。
つまりグラフが一筆書きできるかどうか判
定するには，各頂点の次数の偶奇を確認すれ
ば良いということです。これはなぜか考えて
みましょう。
グラフを一筆書きしようとすると，頂点に
入って出る，を繰り返すため，頂点を通る度
にその頂点から出ている辺を２本ずつ使うこ
とが分かります。つまり始点と終点以外は次
数が必ず偶数でなければなりません。始点と
終点が同じ場合は頂点の次数はすべて偶数，
つまり奇点の数は０個で，始点と終点が異な
る場合は始点と終点のみ奇点となり，奇点の
数は２個です。よってグラフの奇点の数が０
個か２個のときに限り，一筆書きできる可能
性があるわけです。ここで握手補題より，奇
点の数が１個にはならないことに注意しま
す。
定理の証明を完結させるためには逆の主
張，すなわち「奇点の数が０個か２個のと
き，その連結グラフは必ず一筆書きできる」
ことを示す必要がありますが，少し長くなる
ためここでは省略します。
今度はグラフに，すべての頂点をちょうど
１回ずつ通る経路が存在するかどうか考えま
す。辺は通っても通らなくても構いません。
そのような経路をハミルトン道と呼び，さら
に始点と終点が同じ場合はハミルトン閉路と
呼びます。図３は正二十面体グラフと呼ばれ
るグラフのハミルトン閉路の例です。
図４のペテルセングラフと呼ばれるグラフ
に，ハミルトン道とハミルトン閉路が存在す
るか考えてみましょう。少し手を動かすと，
ハミルトン道は簡単に見つかると思います。
そして試行錯誤の末，ハミルトン閉路は存在
しないことが確かめられるでしょう。
しかし「存在しないこと」を証明するこ
とは大変です。存在することを証明するた
めには一つ例を挙げれば終わりですが，存
在しないことを証明するためには，一般的
にはすべての可能性を考えて全部ダメであ
ることを言わなければなりません。実際，
グラフにハミルトン閉路（道）が存在する
か判定することは “難しい” ことが知られ
ています。
図３　正二十面体グラフのハミルトン閉路 図４　ペテルセングラフ
図２　グラフの一筆書き
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少し話題は逸れますが，問題の “難しさ”
をどのように測れば良いか考えてみましょ
う。
問題の計算量
この節では分かりやすさを優先するため，
数学的には少し嘘をついていることをお断り
しておきます。一筆書き問題やハミルトン閉
路の存在問題のように，「YES」か「NO」で
答えられる問題を判定問題と呼び，判定にか
かる時間をその問題の計算量と呼びます。頂
点の数がnである連結グラフを与えたとき，
一筆書きの判定問題の計算量は，各頂点の次
数の偶奇を確認すれば良いためnです。一方
ハミルトン閉路の存在判定問題の計算量は，
一般的には頂点を辿る順番を全通り確認しな
ければならない（と考えられている）ため，
ざっと計算するとn!（nの階乗）です。どち
らもnが増えれば当然計算量は増えますが，
前者はnが２倍になると計算量は２倍に増え
るのに対し，後者はnが２倍になると計算量
はnのn乗くらい増えます。これはnの値が
大きくなるにつれてとてつもない差になりま
す。この意味で，一筆書きの判定問題より
も，ハミルトン閉路の存在判定問題の方が
“難しい” と言えます。
この計算量というものさしを用いると，
“難しさ” を主観的ではなく客観的に測るこ
とができます。ただし，詳しくは述べません
が，ハミルトン閉路の存在判定問題の計算量
がもっと小さい，すなわち実は一筆書きの判
定問題と同じ “難しさ” であるという可能性
は残されています。しかし多くの数学者はこ
れ以上小さくならないと予想しています。こ
れはP≠NP予想と呼ばれており，興味があ
る方はこのキーワードで調べてみると良いで
しょう。
平面グラフ
続いてグラフの描き方に注目しましょう。
同じグラフでも描き方はさまざまです。図１
のグラフは図５のように描き直すことができ
ます。一見図１と図５は頂点の位置が異なっ
ていて同じグラフには見えませんが，辺の結
ばれ方が同じであることを確認してくださ
い。
図５を見ると辺の交差がないことが分か
り，図１のグラフは辺の交差なく描き直せる
ことが分かりました。このように辺の交差な
く描くことが可能なグラフを平面的グラフと
呼び，図５のような辺の交差のない描画を平
面グラフと呼びます。
ここでどのようなグラフが平面的グラフで
あるのか考えてみましょう。図６に示した，
それぞれK5とK3,3と呼ばれる２つのグラフに
対し，辺の交差なく描き直せるか手を動かし
て考えてみてください。
実はK5とK3,3は，どちらもどのように描い
ても辺の交差が避けられないことが知られて
います。よってどちらも平面的グラフではあ
りません。
しかし「どのように」描いても辺の交差が
図６　K5（左）とK3,3（右）図５　図１のグラフの別の描き方
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避けられないという事実は，どうやって証明
すれば良いのでしょうか。100通り，1,000通
り試してすべて辺の交差があったとしても，
まだ試していない方法で辺の交差なく描ける
可能性を排除できません。そこで辺の数に注
目します。まず平面グラフに対して，次の公
式が成り立つことが知られています。ここで
平面グラフの面とは，何本かの辺で囲まれた
領域を指します。
オイラーの多面体公式
Gを平面グラフとする。このとき，次の等式が成り立
つ。
（Gの頂点数）－（Gの辺数）＋（Gの面数）＝２
例えば，図５の平面グラフは，頂点数が
７，辺数が11，面数が（一番外側の領域も含
めて）６ですから，「７－11＋６＝２」が成
り立っています。
次に平面グラフGの各面に注目すると，３
本以上の辺で囲まれていることが分かりま
す。Gの各辺はちょうど２つの面の境界とな
っているため，よく考えると次の不等式が成
り立つことが分かります。
２×（Gの辺数）≧３×（Gの面数）
これとオイラーの多面体公式を組み合わせて
計算すると，次の不等式を得ます。
（Gの辺数）≦３×（Gの頂点数）－６
つまりGが平面的グラフであるとすると，G
は具体的に平面グラフとして描けるため，上
の不等式を満たす必要があるということで
す。ところがK5は頂点数が５，辺数が10で
あるため，上の不等式を満たしません。よっ
てK5が平面的グラフでないことが証明され
るわけです。このとき逆は成り立たない，
すなわち上の不等式を満たしているグラフ
が必ずしも平面的グラフではないことに注
意してください。K3,3もK5のときと同様の
方法で，平面的グラフでないことを証明す
ることができます（証明のヒント：K3,3が平
面グラフとして描けたとすると，各面は４本
以上の辺で囲まれているはずです）。
逆にK5もK3,3も “本質的に” 含まないグラ
フは，必ず平面的グラフであることが知られ
ています（“本質的に” の説明は省きます）。こ
れは「クラトフスキーの定理」として知られ
ています。
グラフの頂点彩色
今度は地図に色を塗るという操作を考えま
しょう。図７左の図形は６つの国（領域）か
らなる地図だと思ってください。それぞれの
国に色を塗りたいと思います。ここで隣り合
う国同士を同じ色で塗ってしまうと混乱を招
くため，隣り合う国同士は異なる色で塗ると
いう条件を課します。もちろん６種類の色が
あれば，すべての国に異なる色を塗れるため
簡単ですが，なるべく色の数を少なく抑えた
いところです。最低何色あれば塗れるでしょ
うか。手を動かすと，この地図は３色で塗る
ことはできず，４色あれば塗れることが確か
められます。またほかに地図をいくつか描い
て試してみると気付くことは，どのような地
図も４色あれば塗れそうだということです。
これを問題としたのが次です。
四色問題
どのような地図も４色あれば塗り分けられるか？
この問題をグラフ理論の問題に翻訳しま
す。一つの国に一つの頂点を対応させ，隣り
合う国（頂点）同士を辺で結びます。すると
グラフが得られます（図７右参照）。そして
各国に色を塗る操作は，得られたグラフの頂
点に色を塗る操作にほかなりません。よって
地図の色塗り問題は，グラフの頂点彩色の問
図７　地図と，それから得られる平面グラフ
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題を考えれば良いことが分かります。
改めてグラフの頂点彩色を定式化し
ます。いま自然数１，２， ……を色だ
と思うことにします。グラフに対し
て，各頂点に色（自然数）を塗り（割
り当て）ます。このとき辺で結ばれた
頂点のペアには異なる色が塗られるよ
うにします。さまざまな頂点彩色のし
かたが考えられますが，そのうち全体
の色の数が最も少なくて済むものを選びま
す。そのときの色の数を，そのグラフの染色
数と呼びます。
例えば図４で登場したペテルセングラフの
頂点彩色を考えます。図８を見てみましょう。
左の塗り方は１，２，３，４の４色を使った頂
点彩色です。このときどの辺で結ばれた頂点
のペアにも，異なる色が塗られていることに
注意してください。一方，右の頂点彩色では
３色しか使われていません。さらに考えると
ペテルセングラフは２色で頂点色彩できな
い，すなわちどのように２色で塗ってもある
辺で結ばれた頂点のペアが同じ色になってし
まうことが確かめられるため，ペテルセング
ラフの染色数は３であることが分かります。
ペテルセングラフは試行錯誤で何とかなり
ますが，頂点数が大きいグラフの染色数を求
めることは大変です。一般的にグラフの染色
数を求める問題は，計算量の意味で “難し
い” ことが知られています（グラフの染色数
を求める問題は「YES」か「NO」で答えられる
問題ではありませんが，例えばグラフが３色で
頂点彩色できるかどうか判定することすら “難
しい” ことが知られています）。
さて地図の色塗りの問題に戻ると，地図か
ら得られるグラフは辺の交差がなく，平面グ
ラフであることが少し考えると分かります。
よって四色問題は，「どのような平面グラフ
も染色数は４以下であるか？」という問題と
同じであることが分かります。これには次の
有名な定理が解答を与えています。
四色定理
任意の平面的グラフの染色数は４以下である。
これはアッペルとハーケンという２人の数
学者が1976年に証明したもので，四色問題が
提起されてから100年以上が経過していまし
た。証明には莫大な数の場合分けを処理する
ためにコンピュータが用いられており，人間
の手で確認できる証明は今現在まで知られて
いません。
終わりに
離散数学・グラフ理論の中でも特に直感的
に考えやすいと思う問題をいくつか紹介しま
したが，いかがでしたか。グラフ理論は実用
的な問題にも多々応用されています。例えば
電車やバスなどの経路検索アルゴリズムが挙
げられます。これは出発地と到着地を入力す
ると，所要時間最短の経路や運賃が最も安い
経路をものの数秒で出力するもので，インタ
ーネットを介して利用している方は多いので
はないでしょうか。これらのアルゴリズムに
使われている手法もグラフ理論です。
しかし応用もさることながら，筆者は純粋
に問題の面白さに惹かれて研究を行っていま
す。今回紹介したどの問題も，意味は小学生
でも理解できるものだと思います。また証明
は簡潔にまとまっているものが多く，問題そ
れ自身に魅力があります。本稿を読んでくだ
さったあなたも，学校で学ぶ数学とはまた違
った，パズルのような組合せ論・グラフ理論
の世界を覗いてみませんか。
図８　ペテルセングラフの頂点彩色
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